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S U M Á R I O 
No presente trabalho foram estudadas as vi 
brações livres de placas retangulares sujei-
tas a cargas de compressão ao longo de suas~ 
perflcie média, bem como determinadas as car-
gas de instabilidade referentes aos diversos 
tipos de carregamento analisados. 
Foi utilizado o método variacional de Ritz, 
para a análise de carregamentos distributdos. 
não uniformemente, cuja forma é dada por um 
polinômio do segundo ou do primeiro grau, e 
feitas as particularizações para os casos de 
carregamentos parabólicos com simetria e car-
regamentos hidrostáticos. Em ambos os casosf_2· 
ram determinadas as expressões que fornecem as 
freqüências naturais de vibração e as cargas 
de instabilidade. 
A titulo de aplicação numérica, foram cons-
truidos gráficos e tabelas, por intermédio do 
computador IBM 1130, que permitem relacionar 
a freqüência às dimensões da placa e à ordena 
da máxima de carga. 
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C A P 1 T U L O I 
EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE VIBRAÇÕES LIVRES 
DE PLACAS RETANGULARES SUJEITAS A CARGAS 
AO LONGO DE SUA SUPERFÍCIE MtDIA 
1 - Instituição da expressão da energia de deformação 
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Seja um corpo elástico submetido a um sistema de fôrças ex 
ternas. Um segmento elementar de comprimento ds sofre uma de-







dz -ax + ay + az 
av av av 
dz (I-1) dv =ax dx + ãy dy + az 
aw aw aw 
dw = ax dx + ay dy + ãz" dz 
A nova distância ds 1 será dada em coordenadas cartesianas 
por: 
ds 1 =V(dx + du)
2 + (dy + dv) 2 + (dz + dw) 2 
Levando em (I-2) as expressoes (I-1) obteremos 
ds1= Vc1 + 2tx)dx2 + (1 + 2Ey)dy2 + (1 + 2ez)dz 2 + 




nentes do tensor de deformações (1) .. e podem ser escritos na 
forma de 
-½[<!~)2 
au (~)2 ("W)21 EX = ax+ + + ax ax 
ov. 1 [<~)2 ( av) 2 ( aw) ~ Ey = ay+ + + 2 ay ay a Y (I-4A) 
aw 1 [cªu)2 < ay) 2 cªw) j Ez = ãz+ + + 2 az az az 
*- Os niimeros entre parinteses, no decorrer do texto, indicam as 
referências bibliográficas que se encontram no fim do trabalho. 
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y .au + av +[ªu 
au av av aw 
a~ = ãy ãx ay + ãx ay + ax xy ax y 
Yyz av aw + [ªu ~+ av ~+ aw a~ (I-4B) - - + ãy az ay ay az ay az z 
~ y aw au + [au au + av av aw = - + + -xz ax az az ax az ax az X 
Normalmente, em teoria das·placas, nas expressoes escritas 
sao desprezados 08 têrmos envolvidos p·e los colchêtes. No caso 
que vamos estudar, entretanto, a presença de cargas ao longo 
da superfície média torna, devido ao efeito de membrana, apre-
ciivel a ordem de grandeza de alguns dêstes têrmos. 
A teoria estabelecida por von Kirmin (2) permite desprezar 
os têrmos quadriticos em au, av, ~,~,pois, nas igualdades 
ax ax ay ay 
acima, ao mesmo tempo em que êles surgem no 29 grau, também 
surgem no 19 grau. Como estamos considerando que as deformações 
sao pequenas, os têrmos do 29 grau podem ser desprezados em 
presença dos têrmos do 19. 
A mesma consideração pode ser feita no caso de (I-4B), pois 
os produtos~ au, av ~,etc, são da mesma ordem de grand~ 
_ ay ax -ªY. ax 
za que os termos quadrat~cos e, como 
do primeiro grau, 
dos. 
os primeiros podem 
ai. também surgem têrmos 
deixar de ser considera-
Outra hipótese que adotaremos como vilida na instituição da 
equaçao diferencial de vibrações e que é também utilizada no es 
tudo de flexão de placas é a de Kirchoff, que admite que as re 
tas normais ao plano médio da placa permaneçcun como normais a 
superficie deformada. Analiticamente, esta afirmativa geométri 
ca equivale a fazer 
E : y : y : Ü z yz xz 
Uma vez efetuadas as simplificações estabelecidas acima,as 
expressoes (I-4) se transformam em: 
-ª..!!+ 1 ( aw) 2 E = 2 X ax ax 
( I-5A) 
= av+ 1 ( aw) 2 E 2 y ay ay 
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= au + av + aw aw 
ay ax ax ay ) (I-5B) 
A energia de deformação da placa nas condições em estudo p~ 
de ser deduzida, sem maiores dificuldades_, por decomposição ,,- em 
dua!'lc,paPée.lnis. 
A primeira destas parcelas, que denominaremos de energia de 
deformação na compressão (3), tem por expressão a integrai 
Ec =~ (oxEx + ºyEy + Txy Yxy)dV (I-6) 
onde o dominio de integração V representa o volume da pZaca. 
Fazendo o = Nxfh, o = N /h, T = N /h sendo N, N e x y y xy xy x y 
N os esforços externos normais e tangenciais à superficie mé-
xy 
dia, respectivamente, eh a espessura da pZaca (que considerar~ 
mos como uniforme e pequena em relação às demais dimensões). I~ 
tegrando (I-6) desde ~h/2~até +h/2 obtemos, apos a substituição 
de ºx' ºy' Txy por seus valôres escritos em função de Nx, Ny e 
N 
xy 
E =J(N E·~ + N E + N y )dS 
c S x•x y y xy xy 
(I-7) 
sendo o dominio de integração S estendido a tôda superficie me-
dia da placa. 
Substituindo em (I-7) as expressoes (I-5) vamos chegar a 
Ec =}s{Nx[!~+_Jc!:>~ +NY[!;+ 
+ Nxy n~ + :~ + :~ :;] } dS (I-8) 
que e a expressão da energia de deformação na compressao. 
A parcela seguinte, que denominamos de energia de deforma-
çao transversal ou de flexão, pode também ser calculada fàcil-
mente, desde que apZiquemos as expressoes bem conhecidas da lei 
de Hooke 
Ex - ..l (ox -v,\'ICJ ) , E = 1 (oy -·,vox), Yxy = ; E y y y 
ou suas correspondentes 
E 
1 
-T G xy 
ºx: _lE 2'(E + VE ), ºy 








au a 2w 
ax = -z= ax 
a2 w = -2z--axay 
(I-9C) 
Com tais fórmulas, a integral que dá aa·energia de deforma-
çao na flexão pode ser transformada. Com efeito, se 
,-',ºET = J:._2 ]ca E + a E +·.y , )dV 
V x x y y xy xy 
(I-10) 
define a energia de deformação na flexão, a aplicação das expr~ 
soes (I-9) transforma (I-10) em 
[
a2 w a2 w 
(1 - v) = = -ax ay 
Se agora integrarmos entre -h/2 e +h/2 obteremos 
E = D J{ 1 (a2w +;ll2w)2- ra2 w a2 w (1 - v) = = -ax ,. ay 
. (I-11) 
( a 2w ) 21 l dS 
axay lj T 8 Tãx2"·ãyl" 
onde D e a grandeza denominada de rigidez da placa, e tem por 
expressão 
D = 12 (1 -v 2 ) ,, (I-11A) 
A energia total de deformação da plaaa, que usaremos na de-
dução da equação 
de E aom ET, ou a 
E = ~{Nx 
+ N [e~+ xy -ay 
- 2 (1 - v) 
[ªu + · ax 
diferenaial de vibrações,será dada pela soma 
melhor: -. 
1 ( aw, ~ + N uv + .1._,aw)J 2 + ax y ay 2 ay 
(I-12) 
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2 - Primeira variação de uma integrai tripZa 
procuraremos agora uma equação do tipo da equaçao de Euler-
-Lagrange, do cáZcuZo das variações, e que forneça a primeira V~ 
riação de uma integrai tripZa. 
A grande vantagem da dedução de uma equação dêste tipo está 
na possibilidade de aplicação direta de uma fÓrmuZa sem necessi 
dade de uma dedução especifica a cada problema que envolva uma 
expressão da cZasse citada acima. 
Assim, o que vamos procurar é uma equaçao em derivadas par-
ciais que forneça a primeira variação da integrai (2) 
L = }jjH (x, y, 
A. (I-13) wxz' wyz) dxdydz, 
onde w (x, y, z) é uma função 
extremize a integrai (I-13). 
a ser determinada de modo taZ que 
A função w deve satisfazer a uma condição de contôrno forç~ 
da do tipo Zinear (3), isto é, 
(I-14) 
f 1 , f 2 e f 3 são funções arbitrárias e wn e a derivada segu~ 
do a normaZ à superfície que contorna a região R. AZém disso, w 
é uma função taZ que possue derivadas· continuas até a quarta º!'.. 
dem, peZo menos. 
Admitamos agora que a função w recebe um acréscimo definido 
peZo produto K0 (x, y, z)sendo K uma constante arbitràriamente 
pequena e 0 uma função definida de modo taZ que(4) 
W + K0 
também satisfaça a condição de contôrno 
(I-Z4). 
Aplicando o teorema de TayZor podemos caZcuZar a variação 
õL: 
õL = } 1/cttw + 0XHWX + 0 H + 0 H + 0 H + 0 H + y w z w XX W yy wyy 
R. y z XX (I-1.5) 
+ 0 H + 0 H + 0 H + 0 H ) dxdydz = o zz w yz w zx w yx w zz yz zx xy 
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Os {ndiaes representados na expressao (I-15) aaraaterizam 
derivadas paraiais em reZação a variávei que apareae no lndiae. 
Agora podemos proaurar efetuar uma integração por partes na 
expressao (I-15) aom o aux{Zio do teorema da divergênaia uma 
vez que êspe seja esarito na forma (5) 
Jj<Ldydz + Mdxdz + Ndxdy) = )JJ (:~ + 
sen1o 8 a superf{aie de aontôrno 'áe R. 




Admitamos iniaiaZmente que, sendo u e v funções 
z, L = uv, 11 = N = o. Esta hipótese nos teva a; 
Jfju :~ dxdydz = }juvdydz - JJJ:~ vdxdydz 
R. ;a R 
.···,e/!hmesmo raaioa{nio pode ser aonduzido para o aaso 
:1 = N = O, M = uv: 
}f}u :~ dxdydz = 
ll -Anatogamente,se 





























aw cb<:dydz = 
X 
3H 
aw dxdydz = 
Y,:. 
:~ dxdy::lz = 
z 
}je aH aw 
,s X 










aH dxdydz = Jf ey yy awyy 
13 
a2 aH dxdydz ar ~ yy 
dydz f/Je a ax 
R 
dxdz - jJJe a a-y ... /, . 
R 












aH dxdydz ai'.) 
X 
aH dxdydz aw 
y 
aH · aw ,dxdydz 
z 
a aH 
ax awxx dydz + 
~a aH élx:dz + ay ~ yy 
aH dxdydz = 
awzz 
+}}}e a 2 aH az"Z~ dxdydz zz 
dxdydz = 
+ ~~ a2 .l..1JE axay aw 
,e xy 
aH dxdydz 
//fexz a!H dxdydz = 
~ xz 
+./JJe a!:z a!H dxdydz 
/4 xz 
aH 
~ dxdydz = 
yz 
























ax awxz dydz + 
a aH ---ay awyz dxdz + 
Denominaremos o conjunto de·e:x:preeeõee acima de (I-18), 
Tomando agora o conjunto de equações (I-lB)e,levando na ex-
preeeao (I-15), grupando oe têrmoe eob o einal de integral tri-
pla e igualando a zero a nova forma da expreeeão (I-15), obte-
mos: 
,.,1 ' 
+ fjey aH - awyy 
fl 
Em aZguns 





dxdy = O (I-19) 
de da equação 
casos de 
(I-19) é 
condições de contô~no forçadas, a nuZidE!. 
acarretada peZo fato de ser o integrando 
da integral- tripZa nulo e, por ser 0 considerada como nula em 
tôda a superficie de contôrno - a - da região R; consequenteme~ 
te, tanto 0y como ex são nul,·as ao longo de a. Estas úZtimas a 
firma~ivas garantem que tôdas as integrais duplas que aparecem 
em (I-19) são nulas. 
Em outros casos, entretanto, quando as condições de contôr~-
no forçadas não permitem dizer que as integrais duplas se anu-
Zam por 0 ser nulo ao longo de a, são estabelecidas as chamadas 
condições naturais de contôrno que correspondem as equações ob-
tidas quando são anulados os integrandos das integrais duplas. 
Resumindo, podemos dizer que a condição necessária para que 







a aH -- -ay aw y 
a2 aH 
axaz aw;i:z 
a -ªli... + 
az aw 




a 2 aH 






A condições naturais de contôrno correspondentes a equaçao 
(I-20) serao: 
0 r~ aw 
X 
0 [ .2B. aw y 
0 [ a H aw z 
a aH a aH a aH ] " - ax ~ - ãx ~ ãx~ = o 
XX xy yz 
a aH _?_ 2B.___.l o (I-21) ay-~ - = ay aw yy yz -
a aH "] = o ãz ~ zz 
= O· 0 2B.___ ' ·--xaw xy 
= O· 0 2B.___ ' · -yaw 
aH = O; 0 = O. 
z awzz . yz 
No estudo das vibrações de pZacas, as condições de contôrno 
forçadas usuais, nos garantem que e é nula ao longo de a. Assi~ 
podemos garantir que as equações (I-21) serão satisfeitas. 
-9-
3 - Dedução da equaçao dife~enciai de vibrações iivres de uma 
piaca submetida a cargas ao iongo de sua superficie média 
A equação diferenciai em questãoserá instituida a partir do 
principio de Hamiiton para os sistemas continuos. Para tanto,d~ 
vemos escrever uma expressão para a ação, em têrmos das grande-
zas que definem os esforços e as deformações nas piacas. 
A expressão matemática da ação é dada por: 
A = ;t (E - T) dt; (I-22) 
t· 
o 
para as piacas E representa a energia potenciai de deformação -
dada peia equação (I-12) e Ta energia cinética, que pode seres 
crita na forma:(, 
T = -½ ph g~) 2 dxdy, (I-23) 
sendo p a massa especifica do materiai que constitui a piaca e 




Entrando com as expressoes (I-12) e (I-23) em (I-22),obte-
= Jft{Nx [ él u + 1 ( él w) 2] + N ~ élv + .J:. <"w>2] + élx T élx y ély 2 él y 
to ,s (I-24) 
+ N [~ + â"v + élw élw 1 
D él 2 w + él 2 w) 2 + 2 (ã? xy ély élx élx ély ay2 
- D ( 1 ) l- a
2 w a2 w _ ( élf.w >2] -\) ã? ay7 él xély 
p.n o 2 
2w ) gSdt _ 
O principio de Hamiiton estabeiece que a primeira ~aiiaião 
da ação deve ser nuia 
6A = O; (I-25) 
em outras paiavras, a expressao acima significa que a primeira 
variação da expressão (I-24) deve ser nuia e, como (I-24) e es-
crita sob a forma de uma integrai tripia, podemos apiicar a eia 
a equaçao (I-20). 
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aw + N awl ax ax xy ay a (N'' aw + N awl + SB"J· + ay y ay xy ax 
a 2 [D a2w + a2wl (I-26) +"ã"x"Z" ( "ã""x2" . 
,. J 
[D a2 ( a2w + ãyZ "ã""x2" 
ãyZ 
.;- a2w + ãyZ' 
- D(l -v) 
D(l ) a
2w] + 2D -v "ã""x2" (1 -v) a2w ,, ·à xay = o 
Observemos 
eixos que estão 
agora que 
contidos 
as equações de equiltbrio,segundo os 
pelo plano médio da placa,(x,y)~são 
aNx + aNxy = 0 ax ay 
(I-26A) 
~ ay + 
Resolvendo as derivadas indicadas em (I-26), grupando '.! iJ os 




r. a 4w 2 a
4w a4w a2w a2w a 2 w •• 
(ãx"" + ax 2ay 2 + ãy"") - N d1(2 - N ãyZ - 2N axay + wph = o X y xy 
ou ainda, fazendo · 
obtemos a equaçao diferencial de vibrações livres das placas sz.ib 
metidas a aarregamentos ao longo de sua super ftc.ie média: 
Dv 4w N a
2w a2w a~w •• o (I-27A) - "ã""x2" - N ãyZ - N a:x:ay t Wph = X y xy 
Diversos casos particulares podem ser derivados da equaçao 
( I-27 A), dependendo da natureza do carregamento ao longo da ª!:!.-
perficie média. 
Assim, se o carregamento distribuido ao longo das arestas 
paralelas à direção definida pelo eixo y é compressivo e, .. se nao 
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há outPa espécie de caPPegamento ao longo das demais apestas, a 
equaçao (I-27A) se tPansfoPma em 
4 . . a2w .. h 
DV w. +, N:>Lãx2° t wp = O (I-28) 
No caso paPticuZaP de sePem as quatPo aPestas compPimidas e 
de nao haveP esfoPços tangenciais ao Zango das mesmas, a equa-
ção (I-27A) toma a foPma 
•• t Wph = 0 (I-29) 
As condições de contÔPrlo foPçadas utilizadas nos pPobZemas 
comuns de teopia das placas analisam os apoios simples, os en-
gastes e as placas com boPdos ZivPes. 
No pPimeiPo caso, as ·. ·:equações PepPesentativas destas con-
dições : sao: 
w = o 
v 2w = ó 
No segundo caso, temos: 
w = o 
ª"'=o ·a-rr 
E,finaZment~,no tePceiPo caso: 
M = O n 




Nas expPessoes acima n PepPesenta a diPeção nopmaZ ao con-
tÔPno ( 6) enquanto 11 e. Q PepPesentam, Pespectivamente, o momento 
fZetoP e o esfÔPço coPtante. 
No capitulo a seguiP, estudaPemos as vibPações ZivPes de 
placas submetidas a distPibuições unifoPmes de cappegamentos can 
pPessivos e, mais adiante, faPemos a genePaZização papa distPi-
buiçÕes não unifoPmes. 
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CAP 1 TU LO II 
VIBRAÇÕES LIVRES DE PLACAS UNIFORMEMENTE COMPRIMIDAS 
Z - Carga uniforme em duas arestas opostas 
Vamos agora nos ocupar da equação diferenciai ( I-28). Ini-
• cialmente, consideremos que o carregamento Nx é constante ao Zon 
godas arestas x =O.ex= a. 
n equação diferencial (I-28) pode ter suas variáveis separ~ 
das desde que façamos algu~as suposições. 
Inicialmente, admitamos que'.áa vibrações sao periódicas; sen 
do assim, podemos escrever a flecha w(x,y)~na forma 
w(x,y})= W(x,y) eift (II-1) 
sendo f a frequência e W(x,y) = XN.x:)Y:(y,huma função definidora 
da flecha. Levando (II-1) em (I-28) obtemos, após as necessári-
as operaçoes, 
DV 4 W(x,y) + q a
2w 
ãx2" - phf
2W = o, (II-2) 




..3..- Q e phr2 =À4 D- D (II-3) _,. 
a nossa equaçao toma o aspecto indicado por (II-4): 
O método mais indicado para o estudo 
de placas retangulares em taZ situação é 
o método de U. Levy, que admite serem d~ 
as arestas simplesmente apoiadas e que 
as duas outras possuam condições de con-
tôrno arbitrárias. Aqui, adotaremos as a 







Assim, podemos dizer que a soZução segundo a direção x ·e 
a série de senos 
X(x) = ~ Csena x, .,, n ªn = n -a (II-5) 
Em consequência dessa 
xiste uma reZação simpZes 
função X(x) , isto é, 
X"(x) = - a 2X(x) 
úZt-ima expressão, podemos notar que e-
entre as derivadas de X(x) e a própria 
x 1V(x) =a 4X(x) (II-6) 
iguaZdades estas que conduzidas a equação diferenciaZ (II-4)trans 
formam-na em uma expressão separáveZ em X(x) e Y(y). 
Com efeito, sendo (II-4) da forma 
x1 Vy + 2X"Y" + xyIV + QX"Y - ). 4 XY = O (II-7) 
se a eZa apZicarmos (II-6) teremos 




Esta equação, que é de coeficientesconstanteij,pode ser resol 
vida peZosmétodos usuais de integração de equações homogêneas 
(pesquisa de raizes da equação caracteristica). No entanto, co-
mo êstes métodos envoZvem operações aZgébricas muito extensas, o 
método da transformada de LapZace ou o método da transformada de 
Fourier tornam-se os mais viáveis. 
Adotaremos o primeiro pois êste já foi usado com vantagem na 
determinação de frequências fundamentais para as pZacas sem qual 
quer espécie de carregamento ao longo de suas arestas (7). 
Aplicando a expressão da transformada de LapZace para aderi 
vada de quarta ordem, para a derivada de segunda ordem e para 
função Y(y) chegamos a 
[s 4Y(s) - s 3Y(O) - s 2 Y'(O) - sY"(O) - Y"' (o~, - (II-10) 
- 2a 2 [s 2Y(s) - sY(O) -Y'(O~ - (À 4 - a 4 + Qa 2 ) Y(s) = o 
onde Y( s) = f,Y(y) (II-lOA) 
ou ainda, exprimindo Y(s) em têrmos de (II-10), obtemos: 
a 
YC5 > 
(5 2 - 2a 2) 5Y(0) + Y!(0) + 5Y"(0) + Y"' (O) 
= (52 ~ a2) - (X4 + Qa2) 
Fazendo uma substituição de variáveis 
x4 + Qa2 = K4 
e levando esta nova variável K, virá 
Y( 5 ) = _(_5~





Agora, aplicando os processos que permitem fazer uma decom-
posição em frações parciais, a expressão (II-12), transformar-se 
-a em: 
Y(5) = _2~2 [ 62: j2 -
1 [ t2 j 2 ·1 + 2K7 6 2 _ J 2 - 6 2 + t-2 
""'.. ~.. ' ,,: ,,~ 
onde aâmitimos que 
: 2 ~ t2] [5Y"(O) 
[5Y(O) + Y' (O~ 
t2 = K2 a2 
j~ = K2 + a2 
(II-13) 
(II-lJA) 
Uma vez decomposta a equação (II-11) em frações parciais 
(II-13) - podemos determinar as transformadas inversas corresp~ 
dentes aos diversos têrmos da expressão (II-13). A consulta as 
tabelas correntes de transformadas de Laplace (8) nos fornece 
cr _ 1 5 cb5 hjy 52 j2 = -
J: -: 5 = ty 52 + t2 CO5 (II-14) 
.c-l 1 ·l, 5enhjy 52 --·j 2 = j 
J:. -l 1 1 5enty 52 t2 = + t 
Voltando agora às expressões (II-13) e utilizando as fórmu-
las de transformadas inversas dadas por (II-14) chegamos a solu 
çao da equação diferencial (II-9). 
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Esta solução será dada por: 
(II-15! 
Y(y) = F1tf)Y(O) + r 2 (y)Y'(O) + r 3 (y)Y''(O) + F4 (y)Y'''(O) 




[ t~coshjy + j 2costy] = 21<7" 
1 [ t2 • 2 J F2(y) = 21<7" 1 senhjy + 7-senty (II-15A) 
• 
F 3 (y) 1 [coshjy costy J = 2K2 
F4(y) :: 1 [ senfjy se~ty] 2K2 
Uma vez obtida a solução da equação (II-9), podemos, dadas 
as condições de contôrno, àhegar a um sistema de equações algé-
bricas cujas ,. incôgnitas são as constantes arbitrárias que a-
parecem na solução da equação. A condição para que tal sistema 
seja possível é que o determinante dos coeficientes dessas in-
côgnitas seja igual a zero. Isto nos leva a uma equação algébri 
ca envolvendo os aúto-valôres da equação diferencial e conseq~ 
temente as freqüências de vibração da placa,- Tal equação será de 
nominada de equação de freqüência. 
Assim, por exemplo, no caso de serem as arestas y=O é <'y=b 
simplesmente apoiadas, as quatro condições de contôrno 
Y(O) = Y''(O) = O 
Y(b) = Y"(b) = O 
(II-16) 
J 
nos conduzem ao sistema de duas equaçoes a duas incôgnitas: 
Y' (O)F 2(b) + Y"' (O)F4 (b) = O 
Y' (O)t 2j 2F4 (b) + Y"' (O) r 3(b) = O 
Este sistema sô sera p~ssivel e determinado se 




Se agora levamos em (II-17) as expressoes de F2 (y), F4 (y) e 
F3(y) com y = b obteremos: 
(II-18) 
1 t2 . j2 2j~t2 
4K4<p senh2jb + tlsen 2tb + jt senhjbsentb)+ 
2a2 t2 t i 
+ 4K4 Cp senh 2jb - J senhjbsentb + t sentbsenhjb -
·2 ·2t2 h2ºb 7~ 2tb) i::.:E..:. (-se~ 2 J + p sen + 4R"' J 2senhjbsentb Jt 
Uma vez feitas as simplificações chegamos a 
sentb = O 
o que acarreta 
t=rnTT 
b 




ou ainda, substituindo na expressão acima o valor de K4 dado p~ .. 
Za equação (II-llA), chegaremos,finaZmente,a equaçao que define 
os .; auto-va Zôres da equação diferencia Z: 
Ã 4 = t 4 + (2t 2 - Q) a 2 + (l4 • , (II-20) 
conseqiientemente, os vaZôres das freqüências naturais podem ser 
obtidos em função da equaçao (II-20) desde que a{ façamos a suba 
tituição de Ã 4 por (II-J), isto e: 
ph f 2 = t 4 + (2t 2 - Q) a 2 +a 4 
Dmn mm n n 
Logo, 
2m 2 n 2 n 
+ ( bz - -js-l 
(II-21) 
n 41r 4 
a" 
(II-21A) 
A freqüência fundamentai de vibrações pode ser obtida , sem 
qualquer dificuldade, na expressão (II-21A) fazendo a{ n=m=l. 
(II-22) 
-1?-
Agora, podemos efetuar uma s.ubstituição de variáveis,de mo-
do a obtermos a freqüência fundamental como uma função da rela-
çao entre as duas dimensôea da placa e uma de suas dimensôe~(a~ 
por exemplo). 
Fazendo 








Uma das grandes vantagens do estudo dinâmico,e111Jii. no fato de 
poder ser feita uma particularização nas equaçôes que dão as 
freqüências, de ·modo a que resulte a carga cri.tica de instabili-
dade da placa. 
Igualando a zero a expressao (II-22),.isto i, admitindo que 
a freqüência de vibraçôes i nula, obteremos, após a conveniente 
mudança de variávei~ a expressão que nos fornece a carga como 
função da rigidez, da relação entre as dimensôes da placa e de 
uma de suas dimensôes: 
(II-24) 
A carga cri.tica~ .serâ igual ao menor valor obtido em (II-
-cr1t 
24) quando ai. fazemos n igual ao menor inteiro positivo que se 
ja maior ou igual a e. 
2 - Cargas compressivas constantes agindo ao longo das quatro a 
restas da superfi.cie midia 
Este caso, embora mais geral do que o tratado anteriorment~ 
pode vir a utilizar a maior parte das expressôes dêste Último, 
desde que sôbre a equação diferencial sejam efetuadas as mudan-
ças de variáveis convenientes. 
A equação diferencial a ser usada e, conforme o primeiro ca 
pi.tulo: (II-25) 
Dv 4w 
;, a2 w a2 w •• + qxaxZ" + qy Iy7 + phw = o 
sendo 
= N N 
(II-2SA) 
qx e qy = X y 
i -18-
fazendo 




= Qy D 
ph j2 = À4 D , 
admitindo que a solução da equação diferenaial é periódiaa e e 
substituindo (II-26) na equaçao que se obtém quando entramos 
aom 
resulta 
'( " x-- ~· ·. i" 
"ft w = W (x,y) el. 




Adotando o método de M. Levy, isto é, supondo que as arestQS 
x = O ex= a são simplesmente apoiadas,podemos esarever que a 
função X(x) tem a forma de uma série de senos, ou melhor 
X(x) = ~Csenanx (II-2f) 
Conseqüentemente, relaiões entre X(x) e suas derivadas po-
dem ser deduzidas fàailmente da expressao (II-2f). Levando tais 
relações em (II-27) obtemos uma equação ordinária à aoefiaien-
tes aonstantes do tipo: 
d'iy + (Q 
dy2í y 
'(II-'Z,'J) 
Agora, se fizermos uma nova substituição de variáveis so-
bre a equação (II-29) obteremos uma equação do tipo de (II-9) , 
e a aonseqiiente apliaação da transformada de Laplaae levar-nos-
ª a expressões semelhantes as obtidas no primeiro aaso. 
Com efeito, fazendo 





Q - 2a 2 = -2k 2 y 
À4 + Q a2 = 04 
X 
novas variáveis na 
2k 2,::, d2'{ (04 a 4 )Y dy2 - -
(II-Z9A) 
equa_çao (II-29) ahega-
= o (II-30) 
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a qual., apZicadas as fÓrmuZas usuais de transformadas de LapZ~ 
ce, fornece 
YCs > = (s
2 - 2k 2) sY(O) + Y'{O) + sY''(O) + Y'''(O) , 
(s2 - k')' - p4 
onde (II-311.) 
A. eol.ução da equaçâor:diferenciaZ é achada sem maiores difi-
cul.dades a partir da expressão (II-31); viri: (II-32,) 
Y(y) = F~ 1 Cy)Y(O) + (F' 2 (y)Y'(O) + F
1
3(y)Y"(O) + F' 4 (y)Y"'(O) 
onde 
F'1(y) = 2~~ [ tfcos~y + jfcos y] 1. 
F'2(y) = 2~2[ t 2 ~1;.ilY + 
. 2 sent1 :r:] 
1 J i J1 tl (II-33) 
F'3(y) = 2~z[coshj 1y ~ cost1y] 
F_'_4 (y) = ~f{senhj 1y)....L - (sent1y) t 
1 j 
p · J1 1 
com 
t2· = p2- k2 1 (II-33A) 
. 2 
J1 = p2+ k2. 
Se a pZaca é simpZesmente apoiada em tadas as quatro ares-
tas.~utiZização das condições de contarno nos Zeva a um1eistema 
de duas equações a duas incógnitas. A condição de possibiZidade 
dêste sistema exige que o determinante principal. seja igual. a 
zero, o que nos conduz a e.quação de freqüência para o caso de vi 
brações em estudo. 
Após as simpZificações algébricas o determinante se trans-
forma em 









11 (m2c2 + n2) 2 - qx (rm2c2 :., n2a2) a2" 112]:) 
onde 




e = 7, 
A freqüência fundamental sera obtida para .. :m = n = 1 em (II-
3S), ou melhor: 
'/ (c2 + 1)~ - q (rc2 + a2) 
V X ~ZD (II-36) 




C A P 1 T U L O III 
VIBRAÇÕES LIVRES DE PLACAS SUBMETIDAS A CARREGAMENTOS DISTRIBUI 
DOS DE MODO NÀO UNIFORME AO LONGO DE SUA SUPERFÍCIE UtDIA 
Consideremos uma pZaca submetida a cargas de compressao dié 
tribuidas não uniformemente ao Zongo de duas arestas opostas. 
A equação diferenciaZ que caracteriza o probZema (desde que 
as cargas estejam segundo a direção paraZeZa ao eixo (x) será: 
'a 2 w . , D~ 4w + f(y) ã"xZ",+ phw = O (III-V 
onde f(y) é uma função que define a forma do carregamento. 
Admitindo que as vibra:ões são periódicas - raciocinio aná-
Zogo ao do capituZo II"- pqdemos adotar uma soZução do tipo 
ift w = W (x,y) e (III-1A) 
expressao esta que nos ZeVa a equação diferenciaZ 
sendo 
D~ 4 W + F(y) ~:~ - Ã 4 W = O 
À4 = ~ f2 
D 




Adotando o método de M. Levy, já indicado no capituZo ante-
rior, chegamos a equaçao ordinária 
4 2 
d-Y - 2a2 ~ - (F(y) a2 + À 4 - a4)y = O 
dy4 , dy (III-J) 
A esta equação, que não é de coeficientes constantes em~virt~ 
de da presença, de F(y), poderia ser apZicada a transformada de 
LapZace ct!.eáde _·que F(y) fôsse uma função poZinomiaZ (caso que va-
mos estudar). 
No entanto,o trabalho algébrico seria de tal ordem de gran-
deza que o método não seria o mais conveniente. 
Assim, devemos optar pór um método aproximado, taZ como o 
de desenvolvimento em série de potências ou o variaciona? . de 
Rayleygh-Ritz. 
O primeiro distes métodos é excelente para o tratamento de 
equações diferenciais com qoeficientes polinomiais, o que nos 
leva, numa primeira tentativa, a pensar em adotá-Zo. Entretanto, 
dois fatôres o prejudicam extraoJJdinàriamente: o e levado grau da 
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equaçao e a necessidade de utilizar uma série de potências com 
grande número de têrmos, o que não é vantajoso. 
O segundo é um método aproximado freqüentemente utilizado em 
teoria das placas em virtude da sua facilidade de emprêgo ~m re 
lação aos demais. 
Decidimos então optar pelo método de Ritz, que no nosso ca-
so permite utilizar uma série com pequeno número de têrmos. 
Uma vez fixado o modo de solução do problema, devemos ainda 
fazer uma nova opção, pois o método de Ritz tanto pode ser apli 
cado à expressão da ação como à equação diferencial (III-J). 
Adotando o caminho indicado pela referência (9), vamos apli 
caro método de Ritz à equaçao (III-J). 
Antes disso porem, façamos uma mudança de variáveis(z = y/b), 
de modo tal que a nossa equaçao se transforme em 
(III-4) 
Se o carregamento adotado é definido por um polinômio dos~ 
gundo grau, isto é, se F(y) é dado por 
F(y) = Ay + By2 (III-5) 
ou 
(III-5A) 
a equaçao (III-4) passa a ser 
d 4 Y 2 2b2 d
2Y 4 2 2 2 2 4 4 O (III-6) dz'í - o cfzZ - b (Azbo + Bz o b + À - o )Y = 
Admitindo que a placa é simplesmente apoiada ao longo das a 
restas y = O, y = b, a mudança de variáveis feita acima, nos con 
duz as condições de contôrno 
Y(O) = Y''(O) = O (III-7) 
Y(l) = Y"(l) = O 
Vamos, inicialmente, admitir que o problema pode serr resolvi 
do em função de A- e B e, uma vez determinada a equação _de fre-
qüência genérica, vamos particularizá-la para diversos valôres 
de A e de B. 
Pode ser demonstrado (9) que uma equação diferencial do ti-
po 
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[ g 2 (z)Y"J 11 - [ g1 (z)Y'] ' + 
g2 (a) /!O 
g 2(b) /!O 









como a condição necessária para que~ 
(III-9) 
• 
+ g1t'2 + got2 - 2rt)dz + RA + RB 
seja 11 m-ínima. 
Os têrmos RA e RB, de (III-9) dependem bàsicamente das con 
dições de contôrno, e também da forma da série que é adotada pa 
ra a função •. 
Se a série adotada não satisfaz as condições de contôrno (df! 
so de tôdas as condições serem suprim-íveis),RB pode não ser n~ 
io. Por outro iado, quando as condições de contôrno são essen-
ciais, a série adotada para • deve satisfazê-tas; néste caso 
RA = R - O B -
O nosso caso é mixto, envoivendo duas condições essenciais e 
duas condições suprim-íveis. Assim, adotaremos uma série que sa-
tisfaça (III-7 J, isto é, 'admitiremos que 4> é dada por 
(III-10) 
O método de Rita, como fornece os resuitados com grande pr~ 
cisão e com pequeno numero de têrmos, permite que sejam tomados 
apenas três têrmos da série. t usuai entretanto, que para casos 
como os que estamos estudando sejam considerados um ou dois têr 
mos da série, pois, com tai aproximação o resuitado já e exce-
iente (6). 
Assim, se 
t = c 1 sennz + c 2sen2nz + c 3sen3nz 
a·•derivação de 4> até a segunda ordem nos fornece: 
4>' = c 1 ncosn z + 2c 2ncos2nz + 3c 3ncos3nz 
t'' = - (c1 n
2 sennz + 4c 2 n






Eievando estas duas úitimas expressoes ao quadradocobtemos 
4> 12 = cfn 2cos 2nz + 4c~n 2cos 22nz + 9c~n 2cos 23nz + 4c 1c 2 n
2cosnzcos2nz 
(III-14) 
<1>"2 = cfn 4sen 2nz + 16c~n 4sen 22nz + 8lc~n 4sen 23nz + "':;,,-(IIIf!!Hi)·. 
+ 8c 1c 2 n
4 sennzsen2nz + 18c1c 3n
4sennzsen3nz + 
+ 72c 2c 3n
4sen2nzsen3n~. 
Com estas expressões podemos resoiver a integrai (III-9),de 
modo a obtermos a expressão de L(4>) .. Cada têrmo desta integrai 
sera resoivido separadamente: 
1 2 2 2 J <1>" 2dz = (.s_ + 16C 2 + 81C 3 ) ff4 (III-16) 2 2 2 
º, <+ + 4c 2 9C/) Íf 2dz ff2 (III-17) = ...:.....4--- + O· ·2· .2 ' 
i~<1>2dz 
1 (c2 + c2 + c2 ) 32 96 (III-18) = -4- - 9V°flC2 - 25il'f2C3 1 2 3 
1 2 L z2<1>2dz c2 1 1 ) 1 1 + c2 1 1 = (-6- - + c2 (-6- - 16n 2 ) (- - 36ii7) 1 ·4·n 2 3 6 
32 8 96 (III-19) 
- 9ii'7 clc2 - 48ii7 clc3 - 25ii7 c2c3 
Levando tôdas as expressoes acima em (III-91 obteremos 
(III-20) 
L(<I>) = ~n 4 + 8c~n 4 + 8f c!n 4 + a 2b 2 Ccfn 2 + 4c~n 2 + 9c!n 2 ) -
-
- Ba 2b 6 [ cf 
1 1 + c2 (-1-(-6- - 4ii7) 2 6 
1 2 1 1 
- I'6",i'7) + C3 (-6- - 36ii7~ -
32 1 96 
c2c3] - 9ii'7 clc2 - 6irT clc3 - 25ii7 
b 4C (c2 + c2 + c2). - -2- 1 2 3 
Assim,obtemos uma equaçao 
(III-21) 
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Ln e a aproximação de L que resulta pelo uso dos três têr-
mos, aujos aoefiaientes são c 1 , c 2 e c 3 . A aondição de Ln($)ser 
mínimo é dada, do ponto de vista do aálaulo das variações, pela 
aondição 
(III-22) 
e esta aondição, por sua vez, pode ser aproximada pelas equações 
= o .(III-23) 
Expressões estas que nos levam a um sistema de três equações 
a três inaógnitas, auja aondição de possibilidade nos forneae um 
determinante envolvendo OB auto-valÔreB de nossa equação dife-
renaiai. 
Então, derivando a equaçao (III~O) em relação a aqda um dos 
aoefiaientes da série, obtemos 
32 ( 2 6 s 2) 1 b6B 2 --+ g;z, a b B + Ab a c 2 + ~2. a c 3 O 
(III-24) 
9;~ (a2b6B + Ab 5 a 2 ) cl + [ (f+,r2 + a2b2)2 
1 Aa 2 b 5 -- -2-
2Bb 6 (_l_ 1 a2 À 4b4] 96 (Ab 5 Bb 6 ) a 2c o - - 16ir 2 ) - c2 +25ir2" + = 6 3 
(-1- - ~) a2 - Ã 4b 4 ] e = O 6 36,r 3 
O determinante prinaipal dêste sistema nos aonduz a equaçap 
de frequênaia aom uma aproximação exaelente para os aasos em que 
BO agem sôbre a plaaa aargas aompressivas. Podemos tomar mesmo 
um ou dois têrmos na nossa série que o resultado obtido não se-
ra alterado, ou se o fÔr, a variação será tão pequena~que nao 
há neaessidade de ser aonsiderada. 
sz ( IX'.eb,&-t- .,2tt,t}) 
~/j ~ 
2 -
'/6o("( 1:).§ 1 e1,' l 
t5f, '-
Aplicação ao carregamento parabólico 
Se adotarmos 
A = k/bD e 
(III-26) 




O determinante (III-25) tem os seus têrmos A12 e A21 anula-
dos. 
A equação de freqüência neste caso,será 
b4À4 ( li 2 a2b2)2 1 1 a2 Ab 5 
a2 (III-27) = + - 2Bb 6 (-6--- i"i,i7) - T 
ou ainda 








=(e~+ 1). a"" k - 1,645 Da2 
de instabiZidaàe 
(III-29) 
pode ser fàciZmente determinada oo.s 
de que anulemos a equação de frequência, isto é, 
Cb + ª:rr2>2 + 2; c411~4~26> n2 - 2~ n2 ~=o 
ou ainda 
(III-30) 
k = D (c2 + n2)2 4 l,645a 2 11 (III-31.) 
Além disso, corresvondendo a (III-29) 
f 11 = v-p~ ~ J (c 2 + 1) 2 - 1,645k (III-32) 
As equações (III-31) e (III-32) constituem o resultado pro-
curado no que se refere à i;ibrações e instabi Zidade de ':·, tp,Zacas 
submetidas a cargas de superflcie média parabólicas. 
1 
3 - Carregamento com variação Zinear 
Neste caso, fazemos 
B = O 
A::: -k/Db ~(III-33) 
Logo, os auto-vaZÔres correspondentes a equaçao diferencial 
serão dados por 
rao 
À 4 (1 1)2114- k = i)'Z + ã7 2Da 2 (III-34) 
E as frequências .··fundamentais em função dos dimensões se-
dadas por 
. rr;-,112 1 / k ª2 . 
f11 = Vpfi ã7 V (c2 + 1)2 - 2Drrt (III-35) 
A carga de instabilidade pode ser determinada por processo 




e o N e L u s õ E s 
As tabelas que se seguem nao têm em vista senao a análise 
qualitativa do problema. 
Foram determinados diversos valôres de Ã 4 em função da re-
lação entre as dimensões da placa e de uma de suas dimensões, 
para os vários tipos de carregamentos estudados e para o caso 
em que não ocorrem carregamentos de superficie média. 
As tabelas foram construidas com auxilio do computador IBM 
1130 e com um limite de variação de e compreendido entre 0,5e 
2,5, enquanto a variou de 2,1 a 7 e de 7,1 a 12, para uma or-
denada de carga definida pela relação k/D = 1. 
Para os casos de placas submetidas à cargas de superficie 
média, foi observado que a partir de um certo valor de a, os 
auto-valôres passam a ter sinal negativo. Tal conclusão, à pz:f 
meira vista, poderia parecer um absurdo tendo em vista que os 
auto-valôres têm o mesmo sinal que as freqüências. 
Entretanto, a análise mais detalhada das expressões corres 
pondentes às freqüências naturais dos diversos casos, nos mo~ 
tra que, para uma mesma relação de dimensões e para uma mesma 
ordenada máxima de carga, a proporção que a aumenta, À aproxi 
ma-se de zero, ou melhor, para uma certa dimensão a carga tor 
na-se critica. 
Além disto, foi observado que para uma mesma ordenada de 
carga as freqüências fundamentais dependem da área de carreg~ 
menta e, conseqüentemente, a placa simplesmente apoiada tem u 
ma "dimensão de instabi·lidade" que varia como uma função de-
crescente da área de carga, quando a relação de dimensões e 
mantida constante. 
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No aaso espeaiaL da reLação k/D ser unitária, para o aarre-
. g.amento parabóLiao, as dimensões ar-iticas são bem mais favorá-
veis, pois a ordenada mázima de aarga é bem.menor. 
Evidentemente, as tabeLas apresentadas podem ser estendidas 
a quaisquer outros vaiôres de k!D, e e a, bastando para isso que 
seja adaptado o programa apresentado adiante. 
Os problemas estudados neste trabaZho poderão dar origem a 
anáZise de outros probZemas, tais aomo a determinação de freqüê!!_ 
aias para pZaaas submetidas a carregamentos não uniformes ao Lo!!_ 
go de sua superf-icie média e, dotadas de orif-icios; podem ser 
ainda feitas as particuZarizações das expressões deduzidas no 
aap-itulo III, para trapéziqs e paráboLas assimétricas; podem tam 
bém ser estudadas as vibrações de pLacas com espessura variávei 
submetidas a cargas do tipo já aitado e auja, variação de es-
pessura é definida por uma Zei Zinear ou parabóLica. 
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N O M E N C L A T U R A 
D - Rigidez à fiexão das piacas 
h - Espessura da piaca 
E - MÓduio de eiasticidade do materiai da piaca 
T - Energia cinética 
u,v - Desiocamentos de um ponto segundo o piano da piaca 
E e' Et - Componentes da energia de deformação 
w, w - Desiocamento transversai de um ponto da piaca 
e - Reiação entre as dimensões da piaca 
E E y - Componentes.de deforma~ão x' y' xy ~ 
ªx•ªy' Txy- Tensões em um ponto da piaca 
v - Coeficiente de Poisson 
f,f - FreqUincia de vibração da piaca mn 
À, Àmn - Auto-vaiôres da equação diferenciai de vibração 
Nx,Ny,Nxy - Esforços externos agindo sõbre a superfície média 
A - Ação 
p - Massa especifica do materiai da piaca 
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